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Аннотация. В статье предложен и реализован подход к геометрическому моделированию каналовых поверхностей в 

точечном исчислении путём определения подвижной плоскости сечения, перпендикулярной к направляющей линии 

каналовой поверхности. Для этого с помощью построения нормали и бинормали к касательной сформирован подвижный 

симплекс трёхмерного пространства, сопровождающий направляющую кривую, который является аналогом трёхгранника 

Френе в точечном исчислении. Определение нормали и бинормали выполнено инструментами точечного исчисления с 

использованием метрического оператора трёх точек и точки выхода из плоскости, которые являются аналогами 

соответственно скалярного и векторного произведений векторов. Приведены примеры моделирования каналовых 

поверхностей с алгебраической плоской и трансцендентной пространственной кривой. В качестве образующих приведены 

примеры использования эллипса, замкнутой кривой типа «синусоида» и замкнутого обвода 1-го порядка гладкости. В 

части разработки математического аппарата для построения высокопроизводительных систем геометрического 

твердотельного моделирования выполнено определение каналовых тел, имеющих как постоянную, так и переменную 

функционально управляемую толщину. В данном случае реализован геометрический алгоритм моделирования каналовых 

поверхностей и тел, который аналитически описывается последовательностью точечных уравнений. Для его 

компьютерной реализации в виде вычислительного алгоритма параллельно с точечными уравнениями приведены 

параметрические уравнения, полученные посредством покоординатного расчёта. 

Предмет исследования: геометрические алгоритмы моделирования каналовых поверхностей и тел. 

Материалы и методы: методы исследований включают геометрические алгоритмы моделирования каналовых 

поверхностей и тел, параметризация которых выполнена с помощью математического аппарата «Точечное исчисление». 

Результаты: разработан геометрический алгоритм параметризации каналовых поверхностей и тел в точечном 

исчислении; приведены примеры моделирования каналовых поверхностей с плоскими и пространственными 

направляющими, а также различными образующими; получен аналог трёхгранника Френе в точечном исчислении. 

Выводы: компьютерная реализация такого подхода к геометрическому моделированию каналовых поверхностей и тел в 

точечном исчислении может расширить возможности существующих систем автоматизированного проектирования и 

твердотельного моделирования, которые могут быть дополнены численным моделированием с помощью геометрических 

интерполянтов, формируя замкнутую систему моделирования и расчёта, применимую для решения широкого круга 

инженерных и научных задач. 

Ключевые слова: геометрическое моделирование, точечное исчисление, метрический оператор, замкнутые кривые, 
каналовые поверхности, каналовые тела. 

ВВЕДЕНИЕ 

Моделирование каналовых поверхностей и тел 

является одним из важных направлений 

использования систем автоматизированного 

проектирования при решении прикладных и 

инженерных задач [1-3] в различных областях науки 

и техники, что породило различные подходы к её 

решению [4-8]. В работе [9] каналовые поверхности 

определяется как огибающие 

однопараметрического семейства сфер. В 

современной начертательной геометрии каналовой 

называют поверхность, образованную 

непрерывным каркасом замкнутых плоских 

сечений, перпендикулярных к направляющей линии 

или параллельных какой-либо плоскости. 

Учитывая, что каналовые поверхности чаще 

используются для создания переходных участков 

между двумя поверхностями типа трубопроводов, 

которые в общем случае имеют различную форму, 

второе определение кажется более подходящим. 

Оно же приводит к двум наиболее 

распространённым подходам определения 

каналовых поверхностей с помощью построения 

ортогональных сечений к направляющей линии или 

использованию плоскости параллелизма. Первый из 

них приводит к необходимости построения 

бинормали и трёхгранника Френе [10]. Пример 

реализации второго подхода на основе 

эквиаффинных преобразований плоскости 

представлен в [6]. 

В точечном исчислении (другое название – БН-

исчисление) [11-13] подобные исследования тоже 

проводились [14, 15], но тогда развитие 

математического аппарата не позволило решить эту 

задачу в общем виде. Вместе с тем такая 

необходимость возникла в связи с разработкой на 

основе точечного исчисления математического 

аппарата для построения высокопроизводительных 

систем геометрического твердотельного 

моделирования [16, 17]. Поэтому в данной работе 

приводится общий подход к моделированию 

каналовых поверхностей и тел в точечном 

исчислении путём определения подвижной 

плоскости сечения, перпендикулярной к 

направляющей линии каналовой поверхности. 
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ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ АЛГОРИТМ 

МОДЕЛИРОВАНИЯ КАНАЛОВЫХ 

ПОВЕРХНОСТЕЙ И ЕГО 

ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ В ТОЧЕЧНОМ 

ИСЧИСЛЕНИИ 

Для параметризации каналовой поверхности в 

точечном исчислении предлагается геометрический 

алгоритм (рис. 1), включающий определение 

касательной NP  к направляющей кривой ANB  с 

помощью параллельного переноса [11, 18], 

определение нормали 1NN  с помощью 

метрического оператора трёх точек, который 

является аналогом скалярного произведения 

векторов в точечном исчислении, и точки R  

фиксирующей длину отрезка NR , определение 

бинормали 2NN  с помощью определения точки 

выхода из плоскости, что является аналогом 

векторного произведения в точечном исчислении, и 

точки Q  фиксирующей длину отрезка NQ . 

 

 
Рис. 1. Геометрическая схема моделирования каналовой поверхности 

Fig. 1. Geometric scheme of channel surface modeling 

 

 

В общем виде кривая в симплексе ABCD  определяется следующим точечным уравнением: 

      ,N A D p B D q C D r D        

где      ,  ,  p p u q q u r r u    – любые непрерывные и дифференцируемые функции на интервале 

изменения параметра u  от 0 до 1. В соответствии с [18] при 1p q r    получим плоскую кривую, а при 

1p q r    – пространственную. 

После выполнения покоординатного расчёта получим систему однотипных параметрических уравнений 

для определения направляющей кривой каналовой поверхности: 

 

     

     

     

.

N A D B D C D D

N A D B D C D D

N A D B D C D D

x x x p x x q x x r x

y y y p y y q y y r y

z z z p z z q z z r z

      


      


      

 

Определяем касательную к кривой [18] с помощью точки P : 

 

        

        

        

        

.

,

P A D B D C D D

P A D B D C D D

P A D B D C D D

P N N A D p p B D q q C D r r D

x x x p p x x q q x x r r x

y y y p p y y q q y y r r y

z z z p p z z q q z z r r z

           



         


         


         

 

где ,  ,  p q r  – производные функций      ,  ,  p p u q q u r r u    по параметру u . 

Зададим на прямой CD  текущую точку 1N  с помощью параметра t : 
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 1N D C t C   . 

Определим значение параметра t , при котором 1N NP  (рис. 1) будет прямым из условия 
1

0N

N P  . 

 

  

              

     

1 1

1 0.

1 1 1
,

N

N P

D D D D D D D D D

AC BC CC AA AB AC AB BB BC

D D D

AC BC CC

N N P N

A D p B D q C D r t A D p B D q C D r

r p r q r r pp pq pr qp qq qr
t

p q r

     

               



             


    

 

где         D

AC A D C D A D C D A D C Dx x x x y y y y z z z z          ; 

        D

BC B D C D B D C D B D C Dx x x x y y y y z z z z          ; 

        D

AB A D B D A D B D A D B Dx x x x y y y y z z z z          ; 

     
2 2 2D

AA A D A D A Dx x y y z z       ;        
2 2 2D

BB B D B D B Dx x y y z z       ; 

     
2 2 2D

CC C D C D C Dx x y y z z       . 

Тогда уравнение точки 1N  принимает следующий вид: 

 

 
     

1

1 1 1
.

D D D D D D D D D

AC BC CC AA AB AC AB BB BC

D D D

AC BC CC

r p r q r r pp pq pr qp qq qr
N D C C

p q r

           
  

  
 

В соответствии с геометрической схемой (рис. 1) точка 1N  является подвижной, обеспечивающей 

перпендикуляр к касательной NP  при движении текущей точки N . Вместе с тем длина отрезка 1NN  тоже 

является переменной и зависимой от координат симплекса и свободных функций 

     ,  ,  p p u q q u r r u   . Для определения образующей каналовой поверхности удобно задать 

конкретный размер отрезка NR  с помощью точки R : 

 

 

 

 

 

1

1

1

1

1

1 1 1 1

1

,

R N N N

R N N N

R N N N

NR
x x x x

NN

NR NR NRN R
R N N N y y y y

NN N N NN NN

NR
z z z z

NN


  




 
        

 

   


 

где      
1 1 1

2 2 2

1 N N N N N NNN x x y y z z      . 

2N  определим как точку выхода из плоскости 1N NP  (рис. 1), формируя тем самым бинормаль 2NN . Для 

этого сначала необходимо определить координаты точки S : 

 

1 1 1 1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 ,    1 ,    1 .
2 2 2

1 1 1

N N N N N N

S N N S N N S N N

P P P P P P

y z z x x y

x y z y z x z x y

y z z x x y

    

Далее определяем точку Q  и её координаты: 
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x y z

x d
x x x p x x q x x r x

x y z

y d
y y y p y y q y y r y

x y z

z d
z z z p z z q z z r z

x y z

       
 




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
        
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где d NQ  (рис. 1). 

Таким образом, через координаты определены все точки подвижного прямоугольного симплекса RNQ  и 

можно приступать к определению образующей линии каналовой поверхности. 

ОСОБЕННОСТИ ПАРАМЕТРИЗАЦИИ ОБРАЗУЮЩИХ ЛИНИЙ КАНАЛОВОЙ 

ПОВЕРХНОСТИ 

В качестве образующей каналовой поверхности могут быть использованы любые плоские замкнутые 

линии, которые можно моделировать различными методами [19-21] и для решения различных задач. Наиболее 

простыми замкнутыми кривыми являются окружность и эллипс, которые легко координировать в плоскости 

RNQ , используя центр N . Точечное уравнение эллиптической кривой [11] в симплексе RNQ  имеет 

следующий вид: 

 

       
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где 0 2v    – текущий параметр. 

Чтобы выделить из множества эллиптических кривых окружность достаточно установить равенство 

сопряжённых осей эллипса NQ NR . 

Аналогичным образом можно использовать точечное уравнение специальных кривых типа «синусоида», 

определённых с помощью обобщённых тригонометрических функций [22]: 
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где ik  – количество волн дуги специальной кривой типа «синусоида» i -го поколения; 

t  – количество поколений специальной кривой типа «синусоида»; 

 
 sin

sin
sin

v
v







   и 

sin
sin

sin

v
v


  – обобщённые синусы. 

Кроме непрерывных кривых в качестве образующих можно использовать составные кривые, например 

одномерный замкнутый обвод 1-го порядка гладкости [23, 24], для построения которого необходимо 

координировать точки в симплексе RNQ . Также могут использоваться сочетания прямолинейных и 

криволинейных участков различной конфигурации. Для определения узловых точек могут эффективно 

использоваться точечные инструменты симметрии и параллельного переноса [11]. В качестве дуг обвода 

могут быть использованы, например, кривые 2-го порядка [25]: 
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 (1) 

где k  – инженерный дискриминант. 

Рассмотрим несколько примеров моделирования каналовых поверхностей с плоской и пространственной 

направляющей (рис. 2). В качестве плоской направляющей используется эллиптическая кривая, полученная с 

помощью уравнения, аналогичного (1), а в качестве пространственной – трансцендентная кривая с точечным 

уравнением: 
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а) б) 

 

 

в) г) 

 

 

д) е) 

Рис. 2. Визуализация каналовой поверхности: а) пространственная направляющая с эллиптической образующей; 

б) плоская направляющая с эллиптической образующей; в) пространственная направляющая с образующей в виде 

синусоиды; г) плоская направляющая с образующей в виде синусоиды; д) пространственная направляющая с 

образующей в виде замкнутого обвода; е) плоская направляющая с образующей в виде замкнутого обвода 

Fig. 2. Visualization of the channel surface: а) spatial guide with elliptical shape; б) flat guide with elliptical shape; в) spatial 

guide with sinusoidal shape; г) flat guide with sinusoidal shape; д) spatial guide with close-circle shape; е) flat guide with close-

circle shape 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ КАНАЛОВЫХ ТЕЛ В ТОЧЕЧНОМ ИСЧИСЛЕНИИ 

Концепция геометрического твердотельного моделирования [16, 17] в точечном исчислении основана на 

представлении геометрических объектов в виде трёхпараметрического множества точек, принадлежащих 

трёхмерному пространству. Поверхность представляет собой двухпараметрическое множество точек в 

трёхмерном пространстве. Чтобы перейти от каналовой поверхности к каналовому телу необходимо 

геометрическую модель поверхности дополнить стенкой постоянной или переменной толщины. Такую стенку 

удобно задавать с помощью условного центра N  сечения каналовой поверхности (рис. 3). 

 

Рис. 3. Геометрическая схема определения стенки каналовой поверхности 

Fig. 3. Geometric scheme for determining the wall of the channel surface 

Вне зависимости от формы образующей, она определяется подвижной точкой M , которая своим 

движением заполняет пространство формируя замкнутую кривую. При этом, по сути, происходит вращение 

точки M  вокруг условного центра N . Выделим на прямой NM  отрезок 1 2M M  длиной  . Движение этого 

отрезка вокруг точки N  обеспечит заполнение пространства точками, формируя стенку каналовой 

поверхности толщиной  . Точку 1M  определим из условия принадлежности в прямой NM : 
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Точку 2M  определим из условия, что отрезок 1 2M M  делится точкой M  пополам: 
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Тогда текущая точка каналового тела K  будет определяться следующим уравнением: 
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где w  – текущий параметр, который изменяется от 0 до 1. 

Таким образом, получен вычислительный алгоритм определения каналового тела, включающий 

определение каналовой поверхности в виде промежуточного этапа. Предложенный подход является 

справедливым для любых форм сечения каналовых поверхностей. Следует отметить, что в данном примере 

толщина канала является величиной постоянной и равной  . Вместе с тем толщиной канала можно управлять 

с помощью функциональной зависимости для снижения металлоёмкости системы. Например, при  u  , 

где  u  – любая непрерывная и дифференцируемая функция, будет задана каналовое тело с переменной 

толщиной по длине канала. 
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ВЫВОДЫ 

Представленная работа продолжает цикл работ 

авторов, посвященный разработке и развитию 

математического аппарата геометрического 

твердотельного моделирования в точечном 

исчислении. По мнению авторов, компьютерная 

реализация такого подхода к геометрическому 

моделированию каналовых поверхностей и тел в 

точечном исчислении может расширить 

возможности существующих систем 

автоматизированного проектирования и 

твердотельного моделирования, которые могут 

быть дополнены численным моделированием с 

помощью геометрических интерполянтов, 

формируя замкнутую систему моделирования и 

расчёта, применимую для решения широкого круга 

инженерных и научных задач. Перспективой 

дальнейших исследований является моделирование 

каналовых поверхностей и тел для стыковки 

трубопроводов с различной формой. 

Отдельной новизной работы является 

определение с помощью касательной, нормали и 

бинормали подвижного симплекса трёхмерного 

пространства, сопровождающего направляющую 

кривую, который является аналогом трёхгранника 

Френе в точечном исчислении. Важность его 

использования заключается не только в части 

определения дифференциальных характеристик 

кривых, но и дальнейшем развития точечного 

исчисления, как математического аппарата 

моделирования геометрических объектов, 

обладающих наперёд заданными 

дифференциальными характеристиками. 
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Abstract. The paper proposes and implements an approach to geometric modeling of channel surfaces in the point calculus by 

determining the movable plane of section perpendicular to the guiding line of the channel surface. For this purpose, by constructing 

a normal and a binormal to the tangent, a movable simplex of three-dimensional space accompanying the guiding curve, which is 

analogous to the Frenet trihedron in the pointwise calculus, is formed. The normal and binormal are defined by the tools of the 

point calculus using the metric operator of three points and the exit point from the plane, which are analogs, respectively, of scalar 

and vector products of vectors. Examples of modeling channel surfaces with algebraic planar and transcendental spatial curve are 

given. Examples of using an ellipse, a closed curve of "sinusoidal" type, and a closed bypass of the 1st order of smoothness are 

given as formants. In the part of developing a mathematical apparatus for constructing high-performance geometric solid modeling 

systems, the definition of channel solids having both constant and variable functionally controllable thicknesses is performed. Here, 

a geometric algorithm for modeling channel surfaces and solids that is described analytically by a sequence of point equations is 

implemented. For its computer implementation in the form of a computational algorithm, parametric equations obtained by means 

of a subordinate calculation are given in parallel with the point equations. 

Subject of research: geometric algorithms for modeling channel surfaces and solids. 

Materials and methods: research methods include geometric algorithms for modeling channel surfaces and solids, parametrized 

of which is performed using the mathematical apparatus of the "Point Calculus". 

Results: a geometrical algorithm for parameterization of channel surfaces and solids in the point calculus is developed; examples 

of modeling channel surfaces with planar and spatial guides and various formations are given; an analogue of the Frenet trihedron 

in the point calculus is obtained. 

Conclusions: computer implementation of such approach to geometric modeling of channel surfaces and solids in the point calculus 

can expand the capabilities of existing CAD and solid-state modeling systems, which can be supplemented by numerical modeling 

with geometric interpolants, forming a closed system of modeling and calculation, applicable to a wide range of engineering and 

scientific problems. 

Key words: geometric modeling, point calculus, metric operator, closed curves, channel surfaces, channel bodies. 

  


